Cadre : Soit K un corps commutatif et soit n € N*.

I Généralités
1) Définitions et premieres propriétés

Définition 1. A € M, (K) est symétrique lorsque ‘A = A. On note S, (K)
I’ensemble des matrices symétriques a coefficients dans K.

Définition 2. A € M, (K) est hermitienne lorsque A* = A = A. On
note H,(K) ensemble des matrices hermitiennes a coefficients dans K.

Exemple 3. (%g) S SQ(R) y (,11 i) GHQ((C) s (1 l1> S SQ((C)

Définition 4. A € M, (K) est orthogonale lorsque ‘AA = I,,. On note
0,,(K) 'ensemble des matrices orthogonales & coefficients dans K.

Définition 5. A € M, (K) est unitaire lorsque A*A = "AA = I,. On
note U, (K) I'ensemble des matrices unitaires a coefficients dans K.

Définition 6. A € M, (K) est définie positive lorsque TAX > 0 pour
tout X € R™\ {0}.

Définition 7. A € M, (K) est antisymétrique lorsque ‘A = —A. On note
A, (K) l'ensemble des matrices antisymétriques a coefficients dans K.

Proposition 8. Si car(K) # 2, alors M,(K) = S,(K) @ A,(K) et

Remarque 9. La famille ((E; ;)1<i<n, (Eij + Eji)1<i<j<n) €st une base
de Sp(K). La famille (E; j — Eji)i<i<j<n €st une base de A, (K).

Remarque 10. H,(C) est un R-espace vectoriel de dimension n?

ce n'est pas un C-espace vectoriel.

Exemple 11. (}2)=5(Z27)+5(57) . (L) =G +i(20)

, mais

2) Lien avec les formes bilinéaires symétriques

Définition 12. Soient F un K-espace vectoriel et ¢ : F x E — K. ¢ est
une forme bilinéaire symétrique sur E lorsque = — ¢(x,y) et y — ¢(z,y)
sont linéaires et, pour tous z,y € E on a ¢(z,y) = ¢(y, ).

Définition 13. Soient E un K-espace vectoriel et ¢ : E x E — K. ¢
est une forme sesquilinéaire hermitienne sur E lorsque = — ¢(z,y) est
linéaire, y — ¢(x,y) est antilinéaire et que, pour tous z,y € E on a

¢(ij y) = ¢(y7 l‘)

Exemple 14. La forme suivante est sesquilinéaire hermitienne :

c(o,1,c)> —  C
(f,9) — [y F6)g(t) dt

Proposition 15. Supposons E de dimension finie. Soit B = (e1,...,€y)
une base de E. On note M = (P(e;, €j))1<i,j<n, 00 ¢ : E X E — K est
bilinéaire ou sesquilinéaire. M est appelée matrice le ¢ dans la base B.
De plus, ¢ est symétrique si, et seulement si, M est symétrique, et ¢ est
hermitienne si, et seulement si, M est hermitienne.

3) Endomorphismes adjoints

Définition 16. Une forme bilinéaire symétrique définie positif sur F est
appelée produit scalaire. Une forme sesquilinéaire hermitienne définie po-
sitif sur F est appelée produit hermitien.

Exemple 17. La forme suivante est un produit scalaire :

R™ x R™ — R

(VF) = 5

Définition 18. Un R-espace vectoriel E est euclidien s’il est de dimen-
sion finie et s’il est muni d’un produit scalaire, noté (.,.). Un C-espace
vectoriel E est hermitien s’il est de dimension finie et s’il est muni d’'un
produit hermitien, noté (.,.).

Définition 19. Soit F un espace euclidien ou hermitien, et soient
f,g € L(E). f et g sont dits adjoints lorsque :

Va,y € E, (f(z),y) = (z,9(y))

Pour f € L(E) donné, il existe au plus un endomorphisme adjoint & f,
qu’on appelle adjoint de f, et qu’on note f*. Lorsque f = f*, on dit que
f est autoadjoint.
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Proposition 20. Soit B une base orthonormée de E, et f € L(E). Alors
f* existe et Matg(f*) = Matg(f)*.

Proposition 21. Soient E un espace euclidien. Alors f € L(E) est au-
toadjoint si, et seulement si, sa matrice est symétrique.

Proposition 22. Soient E un espace hermitien. Alors f € L(E) est
autoadjoint si, et seulement si, sa matrice est hermitienne.

Exemple 23.

f:|R? — R2 = f*:| R? — R2
(y) — (23;138%;) (y) — (3212822)

I Propriétés des matrices symétriques et
hermitiennes

1) Réduction des endomorphismes autoadjoints

Proposition 24. Soient E un espace euclidien ou hermitien, et f un
endomorphisme autoadjoint. Si F est un sous-espace vectoriel stable par
f, alors F+ est stable par f.

Théoréme 25. Soient E un espace euclidien ou hermitien, et f un en-
domorphisme autoadjoint. Alors il existe une base orthonormée de vecteur
propre pour f, les valeurs propres de f étant réelles.

Corollaire 26. Soit M € S,,(R), alors il existe une matrice C € O,(R)
telle que ‘CMC est diagonale réelle.

Corollaire 27. Soit M € H,(C), alors il existe une matrice U € U,(R)
telle que U*MU est diagonale réelle.
Exemple 28. Si A= (1,1) et U= % (1 1), alors U*AU = (3 9).

Contre-exemple 29. (! ) € S5(C) n'est pas diagonalisable.

Corollaire 30. — Pour M € M,(R), M € S;/*(R) < Sp(M) C R™*
— Pour M € M,(C), M € H}*(C) < Sp(M) C R**
Proposition 31. Soit M = (a;;)i1<ij<n € Sn(R). Pour k € [1,n], on

note My, = (ai,j)1<ij<k € Sk(R). M est définie positive si, et seulement
si, Vk € [1,n], det(My) > 0.

Corollaire 32. Soient M,N € S,(R) (resp. H,(C)), telles que la ma-
trice M soit définie positive. Alors il existe une matrice C inversible telle
que C*MC = 1I,, et C*NC' est diagonale réelle.

Lemme 33. Soient A,B € M,(R) symétriques définies positives, et
a,fB 20 tels que a4+ g =1, alors :

det(aA + BB) > det(A)* det(B)?

Application 34 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

2) Décomposition polaire

Lemme 35. Si deux matrices sont diagonalisables et commutent, alors
elles sont diagonalisables dans une méme base.

Théoréme 36 (Décomposition polaire). On a les homéomorphismes :
On(R) x STT(R) — GLo(R) Up(R)x H'*(R) — GLn(R)
(0,9) — oS (U,H) — UH
Corollaire 37. Pour A € GL,(R), on a HAH% = p(*AA).
Lemme 38. Pour tout M € S+ (R), on a |M|, = p(M).
Théoréme 39. exp : S, (R) — S (R) est un homéomorphisme.

n(n+1)
2

Corollaire 40. GL,(R) 2 0,(R) xR

IIT Application a optimisation

1) Résolution de systemes linéaires
Théoréme 41. Soient A € S;FT(R), b € R™ et c € R. Posons :

J:|R" — R
X — LAX.X)— (b X) +c

Minimiser J sur R™ revient d résoudre le systéme linéaire AX = b.

Théoréme 42 (Décomposition de Choleski). Soit A € S;7H(R). I existe
une unique matrice P € M, (R) triangulaire supérieure d coefficients dia-
gonauzx strictement positifs telle que A = ‘pP.
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2) Algorithmes [ | Philippe Ciarlet. Introduction d lanalyse numérique et d l’opti-

. s , . . . misation. Masson, 1988
Théoréme 43 (Méthode du gradient & pas variable). On reprend la [ | Serge Francinou, Hervé Gianella, and Serge Nicolas. Orauz

. . ’ . s s . k .
fo/nctwnnelle qqafimtzque J deﬁkme prec,edeTnment. Soit (p")ken une suite X-ENS Algébre 3. Cassini, 2013
réelle. On considére la suite (u”)gen définie par :

u? € R™ donné
ub = kb — b VJ(uk)

On note \1 et A, respectivement la plus petite et la plus grande valeur
propre de A. La suite (u¥)ren converge vers u* € R™ réalisant le mini-

mum de J si 0 < pF < /\l, le meilleur choiz étant p* = /\li)\ .

Théoréme 44 (Méthode du gradient a pas optimal). Soit J une fonc-
tionnelle définie sur R™ de classe C'. On considére les suites (p*)ren et
(uF)pen définies par :

u® € R™ donné
p* minimise p — J (u’C — pVJ(uk))
uF Tt = uk — pF v J(uF)

Dans le cas de la fonctionnelle quadratique, cet algorithme converge vers
u* € R™ réalisant le minimum de J si A € S;FH(R). On a alors :

|V 7 (h)||*
(AV J(u*),V J(uF))

ko_

Développements

— Décomposition polaire (36,37) [ ]
— Ellipsoide de John-Loewner (33,34) | ]
— Un homéomorphisme induit par I'exponentielle (38,39,40) [ ]
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